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Γραμμικοί συνδυασμοί

Ορισμός [Γραμμικός συνδυασμός]
Έστω V ένας δ.χ. και v1, . . . , vn ∈ V. Ένα άθροισμα της μορφής α1v1 + · · ·+ αnvn, με αi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n,
ονομάζεται γραμμικός συνδυασμός των v1, . . . , vn με συντελεστές τα α1, . . . , αn.
Εάν S ⊆ V, τότε ένας γραμμικός συνδυασμός στοιχείων του S είναι ένα γραμμικός συνδυασμός
πεπερασμένου πλήθους στοιχείων του S.

Παραδείγματα

2 · (1,−1, 0) + 3 · (
√
2, 0, 1) είναι γρ. συνδ. των (1,−1, 0), (

√
2, 0, 1)

(1, 2, 3) είναι γρ. συνδ. των (1, 2, 3)

(1, 2, 3) − 2 · (1, 4, 6) + (1,−1, 0) είναι ένας γρ. συνδ. στοιχείων του
{(1, y, z) : y, z ∈ R}

(0, 0, 0) είναι γρ. συνδ. οποιονδήποτε διανυσμάτων του R3

Το
∑∞

k=1(0,
1
k2 , 0) δεν είναι γρ. συνδυασμός!



Γραμμικοί συνδυασμοί

Παραδείγματα

Το τυχόν (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn γράφεται ως γρ. συνδ. των
e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , en = (0, 0, . . . , 1).

(x1, x2, . . . , xn) = x1(1, 0, . . . , 0) + x2(0, 1, . . . , 0) + . . .+ xn(0, 0, . . . , 1).

Το τυχόν πολυώνυμο a0 + a1x+ · · ·+ anxn γράφεται ως γρ. συνδ. των 1, x, . . . , xn.

a0 + a1x+ · · ·+ anxn = a0 · 1+ a1 · x+ · · ·+ an · xn.

Μπορεί ο πίνακας
(

1 0
1 1

)
να γραφεί ως γραμμικός συνδυασμός των

(
1 1
1 1

)
,

(
0 1
1 1

)
;

(
1 0
1 1

)
= x

(
1 1
1 1

)
+ y

(
0 1
1 1

)
=⇒(

1 0
1 1

)
=

(
x x+ y

x+ y x+ y

)
=⇒

x = 1, x+ y = 0, x+ y = 1 αδύνατο!



Γραμμική Θήκη

Παρατήρηση:
Εάν V είναι δ.χ. και S ⊆ V, τότε το σύνολο S (γενικά) δεν είναι υπόχωρος του V.
Μας ενδιαφέρει ο “μικρότερος” υπόχωρος του V που περιέχει το σύνολο S.

Ορισμός [Γραμμική θήκη]

Έστω δ.χ. V και S ⊆ V. Η τομή όλων των υποχώρων του V που περιέχουν το S, ονομάζεται
γραμμική θήκη του S (εντός του V). Τη συμβολίζουμε με ⟨S⟩.

⟨S⟩ =
∩

S⊆U≤V
U

Υπάρχει τουλάχιστον ένας τέτοιος υπόχωρος U: ο V.

Το ⟨S⟩ είναι υπόχωρος του V ως τομή υποχώρων.

S ⊆ ⟨S⟩.

ΑνW ≤ V και S ⊆W τότε ⟨S⟩ ⊆W.

Αν S = {v1, . . . , vn}, γράφουμε ⟨v1, . . . , vn⟩.
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Θεώρημα
Έστω δ.χ. V και S ⊆ V. Τότε

⟨S⟩ = {α1v1 + · · ·+ αkvk : k ∈ N0, v1, . . . , vk ∈ S, α1, . . . , αk ∈ R} .

Απόδειξη:

ΈστωW = {α1v1 + · · ·+ αkvk : k ∈ N0, v1, . . . , vk ∈ S, α1, . . . , αk ∈ R}. Θα
δείξουμε ότι ⟨S⟩ = W.

ΤοW είναι υπόχωρος του V (κριτήριο υπόχωρου)

Αν v ∈ S, τότε v = 1 · v ∈W. Άρα S ⊆W. Άρα ⟨S⟩ ⊆W

Έστω α1v1 + · · ·+ αkvk ∈W. Θα δείξουμε ότι α1v1 + · · ·+ αkvk ∈ ⟨S⟩

Έστω S ⊆ U ≤ V. Τότε vi ∈ U, για 1 ≤ i ≤ k

Άρα aivi ∈ U, για 1 ≤ i ≤ k. Άρα α1v1 + · · ·+ αkvk ∈ U

Άρα α1v1 + · · ·+ αkvk ∈
∩

S⊆U≤V U = ⟨S⟩

ΆραW ⊆ ⟨S⟩



Γραμμική Θήκη

Ορισμός
Αν ⟨S⟩ = W, τότε λέμε ότι ο υπόχωροςW παράγεται από το σύνολο S.
Εάν υπάρχουν διανύσματα v1, . . . , vn τέτοια ώστεW = ⟨v1, . . . , vn⟩, λέμε ότι οW είναι πεπερασμένα
παραγόμενος.

Παρατηρήσεις:

Εξ’ ορισμού ⟨∅⟩ = {0}.

Έστω U ⊆ V. Τότε U ≤ V ⇐⇒ U = ⟨U⟩.

Εαν S ⊆ T ⊆ V, τότε ⟨S⟩ ≤ ⟨T⟩.



Γραμμική Θήκη

Παραδείγματα

1. ⟨e1, . . . , en⟩ = Rn

(x1, . . . , xn) = x1e1 + · · ·+ xnen ∈ ⟨e1, . . . , en⟩ =⇒ Rn ⊆ ⟨e1, . . . , en⟩ ⊆ Rn

2. ⟨1, x, . . . , xn⟩ = R[x]≤n

a0+a1x+· · ·+anxn = a0 ·1+a1 ·x+· · ·+an ·xn ∈ ⟨1, x, . . . , xn⟩ =⇒ R[x]≤n ⊆ ⟨1, x, . . . , xn⟩ ⊆ R[x]≤n

3. ⟨(1, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 1, 1)⟩ = R3
Αρκεί να δείξουμε ότι (a, b, c) ∈ ⟨(1, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 1, 1)⟩ για κάθε a, b, c ∈ R.

(a, b, c) = x(1, 0, 0) + y(0, 1, 0) + z(1, 1, 1) ⇐⇒ a
b
c

 =

 1 0 1
0 1 1
0 0 1


 x

y
z

 ⇐⇒
(x, y, z) = (a − c, b − c, c)

Πραγματικά, (a, b, c) = (a − c)(1, 0, 0) + (b − c)(0, 1, 0) + c(1, 1, 1).
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Θεώρημα
Έστω A ∈ Matm×n(R) και b ∈ Rm. Συμβολίζουμε με a1, . . . , an ∈ Rm τις στήλες του πίνακα A. Το σύστημα
Ax = b έχει λύση αν και μόνο αν b ∈ ⟨a1, . . . , an⟩.

Απόδειξη:
Το θεώρημα προκύπτει άμεσα από την παρατήρηση,

Για x =


x1
...
xn

 ∈ Rn, Ax = x1a1 + · · ·+ xnan.
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Πρόταση
Έστω V δ.χ. και v1, . . . , vn, u ∈ V. Τότε ⟨v1, . . . , vn, u⟩ = ⟨v1, . . . , vn⟩ αν και μόνο αν u = α1v1 + · · ·+ αnvn
για κάποιους αi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n.

Απόδειξη:
Αν ⟨v1, . . . , vn, u⟩ = ⟨v1, . . . , vn⟩ τότε u ∈ ⟨v1, . . . , vn⟩...
Αντίστροφα, υποθέτω ότι u = α1v1 + · · ·+ αnvn για κάποιους αi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n.
Αρκεί να δείξω ότι ⟨v1, . . . , vn, u⟩ ⊆ ⟨v1, . . . , vn⟩ (γιατί;)

Έστω w ∈ ⟨v1, . . . , vn, u⟩. Τότε w = β1v1 + · · ·+ βnvn + βu.

Άρα w = (β1 + βα1)v1 + · · ·+ (βn + βαn)vn.

Άρα w ∈ ⟨v1, . . . , vn⟩.
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