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΄Ασκηση 11.1 Εξετάστε ποιοί από τους παρακάτω πίνακες είναι μοναδιαίοι ή ερμιτιανοί.

A =

[
4 2− i

2 + i 3

]
, B =

[
0 1
1 0

]
, C =

[
sinϑ − cosϑ
cosϑ sinϑ

]
.

Απάντηση - Υπόδειξη.

A είναι ερμιτιανός. C είναι μοναδιαίος. B είναι και τα δύο.

΄Ασκηση 11.2 Για n× n μιγαδικούς πίνακες A και B, δείξτε οτι

αʹ. ĀT = AT

βʹ. det(A∗) = det(Ā) = detA

γʹ. (A∗)∗ = A

δʹ. Για κάθε λ ∈ C, (λA)∗ = λ̄A∗

εʹ. (A+B)∗ = A∗ +B∗

ϛʹ. (AB)∗ = B∗A∗

ζʹ. Εάν A είναι αντιστρέψιμος, (A∗)−1 = (A−1)∗

΄Ασκηση 11.3 Για n× n μοναδιαίους πίνακες A και B, δείξτε οτι

αʹ. Ā, AT και A−1 είναι μοναδιαίοι

βʹ. Εάν λ είναι ιδιοτιμή του A, |λ| = 1 και
1
λ
είναι επίσης ιδιοτιμή του A.

γʹ. detA = 1

δʹ. Οι πίνακες AB και AB−1 είναι μοναδιαίοι



Απάντηση - Υπόδειξη.

βʹ. Εάν det(A − λI) = 0, τότε det(A − λAA∗) = 0, δηλαδή (detA)(det(I − λA∗)) = 0.
Αλλά detA 6= 0, άρα det(A∗ − 1

λ
I) = 0.

΄Ασκηση 11.4 Βρείτε μοναδιαίο πίνακα με πρώτη γραμμή

[
1√
10

0 3√
10

]
.

Απάντηση - Υπόδειξη.

Για παράδειγμα,
1√
10

 1 0 3

0
√

10 0
−3 0 1

.
΄Ασκηση 11.5 Βρείτε μοναδιαίους πίνακες που διαγωνιοποιούν τους

A =

[
2 1
1 2

]
, B =

 2 1 1
1 2 1
1 1 2

 , C =

[
2 3− 3i

3 + 3i 5

]
.

Απάντηση - Υπόδειξη.

Για τον A, U = 1√
2

[
1 1
−1 1

]
.

Για τον B, U =

 −
1√
2
− 1√

6
1√
3

0 2√
6

1√
3

1√
2
− 1√

6
1√
3

. Για τον C, U =

[
1−i√

6
1−i√

3
2√
6

−1√
3

]
.

΄Ασκηση 11.6 Εκφράστε τους ακόλουθους πίνακες ως γραμμικούς συνδυασμούς πινάκων

προβολών στους ιδιόχωρους.

A =

[
1
2

1
2

1
2

1
2

]
, B =

[
0 1
1 0

]
, C =

[
3 4
4 −3

]
.

Απάντηση - Υπόδειξη.

A = 0 + 1

[
1√
2
1√
2

] [
1√
2

1√
2

]
.

B = 1

[
1√
2
1√
2

] [
1√
2

1√
2

]
− 1

[
−1√
2
1√
2

] [
−1√
2

1√
2

]
.

C = 5

[
2√
5
1√
5

] [
2√
5

1√
5

]
− 5

[
1√
5
−2√
5

] [
1√
5
−2√
5

]
.

΄Ασκηση 11.7 Εάν A είναι μιγαδικός n× n πίνακας τέτοιος ώστε A∗ = −A, δείξτε οτι

αʹ. Κάθε ιδιοτιμή του A είναι της μορφής iµ, για µ ∈ R.

βʹ. Ο πίνακας A+ In είναι αντιστρέψιμος.
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γʹ. Ο πίνακας (In − A)(In + A)−1 είναι μοναδιαίος.

.

΄Ασκηση 11.8 Αποδείξτε οτι υπάρχει μία ορθοκανονική βάση του C2
αποτελούμενη από

ιδιοδιανύσματα του

[
1 i
a 1

]
εάν και μόνον εάν |a| = 1.

Απάντηση - Υπόδειξη.

Ο πίνακας είναι κανονικός εάν και μόνον εάν |a| = 1.

΄Ασκηση 11.9 Εξετάστε ποιοί από τις παρακάτω κατηγορίες πινάκων είναι κανονικοί.

αʹ. Οι ερμιτιανοί πίνακες, A∗ = A.

βʹ. Οι μοναδιαίοι πίνακες, A∗A = I

γʹ. Οι αντι-ερμιτιανοί πίνακες, A∗ = −A.

δʹ. Οι συμμετρικοί μιγαδικοί πίνακες, A = AT .

εʹ. Οι αντισυμμετρικοί μιγαδικοί πίνακες, A = −AT .

ϛʹ. Πίνακες της μορφής A = BB∗.

ζʹ. Πίνακες της μορφής A = B + C, για B και C ερμιτιανούς.

ηʹ. Πίνακες της μορφής A = BC, για B και C μοναδιαίους.

θʹ. Πίνακες που ικανοποιούν τη σχέση A∗A = −I.

Απάντηση - Υπόδειξη.

βʹ. Αφού A∗ = A−1, A∗A = AA∗ = I. Ναι. δʹ. ΄Οχι. εʹ. ΄Οχι.

΄Ασκηση 11.10 Δείξτε οτι εάν A είναι ερμιτιανός n × n, x ∈ Cn
και υπάρχει k για το

οποίο Akx = 0, τότε Ax = 0.
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