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MEM100 ANALUTIKH GEWMETRIA kai

MIGADIKOI ARIJMOI

Full�dio Problhm�twn 11

H parabol  kai h sfaÐra.

'Askhsh 11.1 BreÐte thn exÐswsh thc parabol c me estÐa F : (3, 0) kai dieujetoÔsa
x = −1.

Ap�nthsh - Upìdeixh.
y2 = 8(x− 1).

'Askhsh 11.2 H exÐswsh thc sfaÐrac S pou pern�ei apì ta shmeÐa (1, 0, 0), (0, 1, 0),
(0, 0, 1) kai (1, 1, 1) dÐdetai apì thn orÐzousa∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 + y2 + z2 x y z 1
1 1 0 0 1
1 0 1 0 1
1 0 0 1 1
3 1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 .

AnaptÔxte thn orÐzousa wc proc thn pr¸th gramm , gia na breÐte thn exÐswsh thc
sfaÐrac sth morf 

x2 + y2 + z2 + Ax+By + Cz +D = 0 .

Sumplhr¸ste ta tetr�gwna gia na breÐte to kèntro kai thn aktÐna thc sfaÐrac.

Ap�nthsh - Upìdeixh.
AnaptÔssontac thn orÐzousa wc proc th pr¸th gramm  paÐrnete mÐa èkfrash thc morf c

U(x2 + y2 + z2) + AUx+BUy + cUz +DU = 0 .

Prèpei na diairèsete me to U gia na breÐte thn exÐswsh sthn kanonik  morf 

x2 + y2 + z2 − x− y − z = 0 .

Sumplhr¸nontac ta tetr�gwna brÐskoume oti h sfaÐra èqei kèntro (1/2, 1/2, 1/2) kai
aktÐna

√
3/2.

'Askhsh 11.3 BreÐte thn exÐswsh thc parabol c me estÐa F : (0, 3) kai dieujetoÔsa
y = 9.



Ap�nthsh - Upìdeixh.
−x2 = 12(y − 6).

'Askhsh 11.4 DeÐxte oti o gewmetrikìc tìpoc twn mèswn twn qord¸n thc parabol c
y2 = 2px pou pernoÔn apì to (0, 0) eÐnai epÐshc parabol , me exÐswsh y2 = px.

Ap�nthsh - Upìdeixh.
Dhlad  oti e�n (2a, 2b) ikanopoieÐ thn exÐswsh y2 = 2px tìte (a, b) ikanopoieÐ thn exÐswsh
y2 = px.

'Askhsh 11.5 E�n OP kai OQ eÐnai dÔo orjog¸niec qordèc thc parabol c y2 = 2px,
deÐxte oti oi efaptìmenec sta P kai Q tèmnontai sthn eujeÐa x = −2p.

Ap�nthsh - Upìdeixh.
E�n P : (x1, y1) tìte Q : (−ky1, kx1). Ta dÔo shmeÐa brÐskontai sthn parabol , �ra
y21 = 2px1 kai k

2x21 = −2kpy1. BrÐskoume oti k = −8p3/y31, kai x2 = 4p2/x1, y2 = −4p2/y1.
Oi dÔo efaptìmenec eÐnai y1y = p(x1 + x) kai −4p2y/y1 = p(x + 4p2/x1). EpalhjeÔoume
oti oi dÔo eujeÐec tèmnontai sthn eujeÐa x = −2p.

'Askhsh 11.6 DeÐxte oti h efaptomènh thc parabol c y2 = 2px se èna shmeÐo (x1, y1)
tèmnei ton x-�xona sto shmeÐo (−x1, 0).

Ap�nthsh - Upìdeixh.
H exÐswsh thc efaptomenhc thc parabol c y2 = 2px sto shmeÐo P0 : (x0, y0) eÐnai y0y =
p(x+ x0). 'Otan y = 0, x = −x0.

'Askhsh 11.7 Jewr ste th sfaÐra S2 = {(x, y, z) : x2+y2+z2 = 1} kai thn oikogèneia
par�llhlwn epipèdwn Πt : 2x+ y− z = t. BreÐte ta t gia ta opoÐa to epÐpedo Πt ef�ptetai
sth sfaÐra S2, kaj¸c kai ta antÐstoiqa shmeÐa epaf c.

Ap�nthsh - Upìdeixh.

E�n X0 : (x0, y0, z0) eÐnai to shmeÐo epaf c, to di�nusma
−−→
OX eÐnai h aktÐna thc sfaÐrac,

kai eÐnai k�jeto sto efaptìmeno epÐpedo. 'Ara
−−→
OX = λ(2, 1, −1). AfoÔ |−−→OX| = 1,

λ = ±1/
√

6. Ta shmeÐa epaf c eÐnai ± 1√
6
(2, 1, −1), kai t = ±

√
6.

'Askhsh 11.8 BreÐte th sfaÐra pou èqei kèntro (a, b, c) kai ef�ptetai sto epÐpedo
ax+ 2by + 3cz = 0.

'Askhsh 11.9 MÐa eujeÐa ef�ptetai se mÐa sfaÐra ìtan èqei mìnon èna koinì shmeÐo me th
sfaÐra. Tìte h apìstash tou kèntrou thc sfaÐrac apì thn eujeÐa eÐnai Ðsh me thn aktÐna
thc sfaÐrac.
BreÐte th sfaÐra pou èqei kèntro (1, 1, 1) kai ef�ptetai sthn eujeÐa ε : (x, y, z) =
(t, −t, 0).

Ap�nthsh - Upìdeixh.
H aktÐna eÐnai h apìstash tou kèntrou thc sfaÐrac apì thn eujeÐa, r =

√
3.

'Askhsh 11.10 BreÐte thn exÐswsh thc parabol c me estÐa to shmeÐo (2, 1) kai dieuje-

2



toÔsa thn eujeÐa x+ y + 1 = 0.

Ap�nthsh - Upìdeixh.
H koruf  thc parabol c eÐnai sto Q : (1, 0) kai h par�metroc p = 2

√
2. Wc proc to

sÔsthma anafor�c (Q, (~i+~j)/
√

2, (−~i+~j)/
√

2), h parabol  èqei exÐswsh v2 = 4
√

2u.
H allag  metablht c eÐnai x − 1 = (u − v)/

√
2 kai y = (u + v)/

√
2. Dhlad  u =

(x− 1 + y)/
√

2 kai v = (−x+ 1 + y)/
√

2. H exÐswsh eÐnai

(−x+ 1 + y)2 = 8(x− 1 + y) .

'Askhsh 11.11 'Estw Φ : R2 → S \ {N}, h stereografik  paramètrhsh thc sfaÐrac S,
kèntrou O kai aktÐnac r, ìpou N : (0, 0, r).

aþ. DeÐxte ìti h eikìna, mèsw thc Φ, enìc kÔklou tou R2 eÐnai to C, ìpou C kÔkloc tou
S pou den pern� apì to N .

bþ. DeÐxte ìti h eikìna, mèsw thc Φ, miac eujeÐac tou R2 eÐnai to C \{N}, ìpou C kÔkloc
tou S pou pern� apì to N .
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