
PANEPISTHMIO KRHTHS Did�skontec: Gi¸rgoc Kapetan�khc
Tm ma Majhmatik¸n kai Qr stoc Kourouni¸thc
Efarmosmènwn Majhmatik¸n

MEM100 ANALUTIKH GEWMETRIA kai

MIGADIKOI ARIJMOI

Full�dio Problhm�twn 10

H èlleiyh kai h uperbol .

'Askhsh 10.1 BreÐte thn exÐswsh thc èlleiyhc ìtan:

aþ. EÐnai summetrik  wc proc touc �xonec kai pern�ei apì ta shmeÐa (0, 40) kai (5, 0).
bþ. EÐnai o gewmetrikìc tìpoc twn shmeÐwn twn opoÐwn to �jroisma twn apost�sewn

apì ta (6, 0) kai (−6, 0) eÐnai 16.
gþ. 'Eqei estÐec sta shmeÐa (0, 4) kai (0, −4) kai ekkentrìthta e = 2

3
.

Ap�nthsh - Upìdeixh.
bþ) To �jroisma twn apost�sewn mÐac koruf c ston meg�lo �xona apì tic estÐec eÐnai
(a − c) + (a + c) = 2a. Sunep¸c c = 6, a = 8 kai b =

√
a2 − c2 =

√
28. 'Ara h exÐswsh

eÐnai x
2

64
+ y2

28
= 1.

gþ) c = 4, e = c
a
= 2

3
. 'Ara a = 6, a2 = 36, b2 = a2 − c2 = 20.

'Askhsh 10.2 Na breÐte thn kanonik  exÐswsh x2

a2
− y2

b2
= 1 thc uperbol c ìtan h ekke-

ntrìthta eÐnai 13
2
kai o pragmatikìc hmi�xonac a eÐnai 48.

Ap�nthsh - Upìdeixh.
'Eqoume e = c

a
= 13

2
kai a = 48. Tìte b2 = c2− a2 = 165 · 242 kai h exÐswsh thc uperbol c

eÐnai x2

482
− y2

165·242 = 1.

'Askhsh 10.3 H isoskel c uperbol  eÐnai h uperbol  gia thn opoÐa a = b. BreÐte thn
ekkentrìthta thc isoskeloÔc uperbol c.

Ap�nthsh - Upìdeixh.
e =
√
2.

'Askhsh 10.4 Sqedi�ste èna prìqeiro (dhlad  qwrÐc na qrhsimopoi sete upoqrewtik�
q�raka kai upodek�metro) all� prosektik� sqediasmèno sq ma (dhlad  oi jèseic twn sh-
meÐwn kai oi klÐseic twn eujei¸n na eÐnai swstèc sta ìria akribeÐac tou sq matoc) thc
èlleiyhc me exÐswsh

x2 + 4y2 = 4 .

BreÐte tic estÐec thc èlleiyhc kai shmei¸ste tic sto sq ma.
BreÐte tic exis¸seic twn efaptomènwn sta shmeÐa thc èlleiyhc gia ta opoÐa x = 1 kai
sqedi�ste tic sto sq ma.



'Askhsh 10.5 Gia na sqedi�sete èna prìqeiro all� prosektik� sqediasmèno sq ma thc
uperbol c me exÐswsh

x2 − 2y2 = 4 ,

pr¸ta breÐte tic estÐec thc uperbol c kai shmei¸ste tic sto sq ma.
Katìpin breÐte tic exis¸seic twn asÔmptwtwn proc thn uperbol , kai sqedi�ste tic sto
sq ma.
T¸ra sqedi�ste touc dÔo kl�douc thc uperbol c.
BreÐte thn exÐswsh twn efaptomènwn sthn uperbol  apì to shmeÐo (x1, y1) = (−1, 2).
Katìpin breÐte thn exÐswsh k�je mÐac apì tic dÔo efaptìmenec apì to (x1, y1) kai sqedi�ste
tic sto sq ma.
To Ðdio gia to shmeÐo (x2, y2) = (1, 1

2
). TÐ parathreÐte?

Ap�nthsh - Upìdeixh.
Ja  jela na parathr sete pìte oi dÔo efaptìmenec apì èna shmeÐo ef�ptontai ston Ðdio
kl�do thc uperbol c kai pìte se diaforetikoÔc kl�douc.

'Askhsh 10.6 BreÐte tic exis¸seic twn efaptomènwn thc èlleiyhc x2

4
+ y2

9
= 1 kai ta

shmeÐa epaf c, ìtan oi efaptìmenec eÐnai par�llhlec proc thn eujeÐa x = y.

Ap�nthsh - Upìdeixh.
H efaptomènh sto shmeÐo (x0, y0) èqei exÐswsh x0x

4
+ y0y

9
= 1. Gia na eÐnai par�llhlh

proc thn x = y prèpei na isqÔei x0
4
= −y0

9
. Antikajist¸ntac aut  th sqèsh sthn exÐswsh

thc èlleiyhc brÐskoume x0 = ± 4√
13
, y0 = ∓ 9√

13
. Oi exis¸seic twn efaptomènwn eÐnai

x− y = ±
√
13.

'Askhsh 10.7 Na breÐte thn kanonik  exÐswsh x2

a2
+ y2

b2
= 1 thc èlleiyhc ìtan h apìstash

metaxÔ twn esti¸n thc eÐnai 6 kai o meg�loc hmi�xonac a eÐnai 10.

Ap�nthsh - Upìdeixh.
x2

100
+ y2

81
= 1.

'Askhsh 10.8 Na breÐte thn kanonik  exÐswsh thc uperbol c ìtan h apìstash metaxÔ
twn dieujetous¸n eÐnai 32

5
kai h ekkentrìthta eÐnai e = 5

4
.

Ap�nthsh - Upìdeixh.

H apìstash metaxÔ twn dieujetous¸n eÐnai 2a2

c
= 32

5
kai h ekkentrìthta eÐnai e = c

a
= 5

4
.

SumperaÐnoume oti a = 4, c = 5 kai b = 3.

'Askhsh 10.9 Na breÐte thn kanonik  exÐswsh thc uperbol c ìtan h gwnÐa metaxÔ twn
asumpt¸twn eÐnai π

3
kai c = 2

√
3.

Ap�nthsh - Upìdeixh.
b
a
= tan π

6
= 1√

3
kai c = 2

√
3. SumperaÐnoume oti a2 = 9 kai b2 = 3.

'Askhsh 10.10 Na breÐte thn ekkentrìthta thc èlleiyhc e�n h apìstash metaxÔ dÔo
koruf¸n thc pou an koun se diaforetikoÔc �xonec eÐnai dipl�sia thc apìstashc metaxÔ
twn esti¸n.

2



Ap�nthsh - Upìdeixh.
H ekkentrìthta eÐnai e = c

a
. Apì ta dedomèna èqoume th sqèsh a2 + b2 = 16c2, en¸

gnwrÐzoume oti b2 = a2 − c2. 'Ara 2a2 = 17c2 kai e =
√

2
17
.

'Askhsh 10.11 Na breÐte thn ekkentrìthta thc èlleiyhc e�n h apìstash metaxÔ twn
dieujetous¸n eÐnai tetrapl�sia thc apìstashc metaxÔ twn esti¸n.

Ap�nthsh - Upìdeixh.
e = 1

2
.

'Askhsh 10.12 E�n p1 kai p2 eÐnai oi apost�seic twn shmeÐwn (0, c) kai (0, −c) apì mÐa

efaptomènh thc èlleiyhc x2

a2
+ y2

b2
= 1, ìpou c2 = a2 − b2, deÐxte oti p21 + p22 = 2a2.

Upìdeixh: Prosèxte oti ta shmeÐa (0, c) kai (0, −c) den eÐnai oi estÐec thc èlleiyhc x2

a2 + y2

b2 = 1.

Ap�nthsh - Upìdeixh.
H efaptomènh sthn èlleiyh sto shmeÐo (X1, y1) èqei exÐswsh

x1x
a2

+ y1y
b2
−1 = 0. H apìstash

twn shmeÐwn (0, ±c) apì thn efaptomènh eÐnai

|1∓ y1c
b2
|√

x21
a4

+
y21
b4

.

AntikajistoÔme sto �jroisma p21+p22, kai aplopoioÔme, axiopoi¸ntac th sqèsh x21
a2
+

y21
b2

= 1.

'Askhsh 10.13 BreÐte tic exis¸seic twn uperbol¸n pou èqoun asÔmptwtec tic eujeÐec
ε1 : 4y = x kai ε2 : −4y = x.
Upìdeixh: H klÐsh twn asumpt¸twn dÐdei to lìgo twn dÔo paramètrwn a kai b thc uperbol c. Mhn

xeq�sete kai tic suzugeÐc uperbolèc, pou èqoun tic Ðdiec asÔmptwtec. 'Etsi èqoume dÔo �peirec oikogèneiec

uperbol¸n.

'Askhsh 10.14 DeÐxte oti to ginìmeno twn apost�sewn enìc shmeÐou thc uperbol c
x2

a2
− y2

b2
= 1 apì tic asÔmptwtec eÐnai a2b2

a2+b2
.

Ap�nthsh - Upìdeixh.

AsÔmptwtec y = ± b
a
x. Apìst�seic tou P : (x0, y0) apì asÔmptwtec eÐnai |ay0∓bx0|√

a2+b2
. Ginì-

meno b2x20−a2y20
a2+b2

= a2b2

a2+b2
.

'Askhsh 10.15 E�n K eÐnai h orjog¸nia probol  thc estÐac F se mÐa asÔmptwth thc

uperbol c, deÐxte oti |−−→OK| = a, |−−→FK| = b kai oti to K brÐsketai sthn antÐstoiqh dieuje-
toÔsa.

Ap�nthsh - Upìdeixh.
Sqedi�ste to sq ma! KF

OK
= tan ϑ

2
= b

a
. KF 2 + OK2 = OF 2 = c2, �ra KF = b, OK = a.

E�n K : (x1, y1), tìte x2
1 + y21 = a2 kai y1 =

b
a
x1, �ra x1 =

a2

c
.
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