
Διακριτά Μαθηματικά 4o Φυλλάδιο Ασκήσεων

Διακριτά Μαθηματικά
4o Φυλλάδιο Ασκήσεων

Πρόβλημα 1 Να βρεθεί η ακολουθία (𝑎𝑘)𝑘≥0 με 𝑎0 = 0 και 𝑎𝑘+1 = 𝑎𝑘 + 2𝑘 για κάθε 𝑘 ≥ 0.

Πρόβλημα 2 Δίνεται η ακολουθία (𝑎𝑛)𝑛≥0 με 𝑎0 = 1 και

𝑎𝑛+1 = 2𝑎𝑛 + 𝑛 για κάθε 𝑛 ≥ 0.

(α) Δείξτε ότι

∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝑥𝑛 = 1 − 2𝑥 + 2𝑥2

(1 − 𝑥)2(1 − 2𝑥).

(β) Βρείτε έναν απλό τύπο για το 𝑎𝑛.

Πρόβλημα 3 Να βρεθεί το πλήθος των τρόπων να χωρίσουμε ένα εξάμηνο 𝑛 ημερών σε τρία διαδοχικά μέρη,
ώστε:

• στο πρώτο μέρος να επιλεγεί οποιοδήποτε πλήθος αργιών,

• στο δεύτερο μέρος να επιλεγεί περιττό πλήθος αργιών,

• στο τρίτο μέρος να επιλεγεί άρτιο πλήθος αργιών.

Πρόβλημα 4 Να βρεθεί μια απλή κλειστή μορφή για τη γεννήτρια συνάρτηση της ακολουθίας 𝑎𝑛 = 𝑛2,
δηλαδή για 𝐴(𝑥) = ∑𝑛≥0 𝑛2𝑥𝑛.

Πρόβλημα 5 Σταθεροποιούμε έναν θετικό ακέραιο 𝑛. Να βρείτε το πλήθος λύσεων της εξίσωσης

𝑥0 + 2𝑥1 + … + 2𝑘𝑥𝑘 = 𝑛,

όπου ο 𝑘 ≥ 0 μεταβάλλεται και 𝑥𝑖 ∈ {0, 1, 2, 3}.

Πρόβλημα 6 Έστω 𝑓(𝑛) ο αριθμός υποσυνόλων του [𝑛] = {1, 2, … , 𝑛} με την ιδιότητα ότι η απόσταση (δια-
φορά) οποιωνδήποτε δύο διαφορετικών στοιχείων τους είναι τουλάχιστον 3. Βρείτε μια αναδρομική σχέση
για την 𝑓(𝑛) και την γεννήτρια συνάρτηση 𝐹(𝑥) = ∑𝑛≥0 𝑓(𝑛)𝑥𝑛.

Πρόβλημα 7 Έστω 𝑛 ∈ ℕ. Υπολογίστε την γεννήτρια συνάρτηση του αθροίσματος

𝑆𝑛 ∶= ∑ 𝑎1𝑎2 ⋯ 𝑎𝑘,

όπου το άθροισμα λαμβάνεται σε όλες τις συνθέσεις του 𝑛 της μορφής

𝑛 = 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑘, 𝑘 ≥ 1, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘 ∈ ℕ.

(Η σειρά των 𝑎𝑖 μετράει, δηλαδή πρόκειται για διατεταγμένες 𝑘-άδες.)

Πρόβλημα 8 Έστω 𝑛 ∈ ℕ. Δείξτε ότι: ο αριθμός των διαμερίσεων του 𝑛 στις οποίες κάθε μέρος εμφανίζεται
τουλάχιστον δύο φορές είναι ίσος με τον αριθμό των διαμερίσεων του 𝑛 σε μέρη που είναι διαιρετά με 2 ή
με 3.

Πρόβλημα 9 Θέτουμε για 𝑛 ∈ ℕ
𝑠𝑛 ∶=

𝑛
∑
𝑘=0

2𝑘(2𝑛 − 𝑘
𝑘 ).

(1) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑘 ∈ ℕ ισχύει η ταυτότητα (για |𝑥| < 1):

∑
𝑚≥0

(2𝑚 + 𝑘
𝑘 ) 𝑥2𝑚 = 1

2 ( 1
(1 − 𝑥)𝑘+1 + 1

(1 + 𝑥)𝑘+1 ) .
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(2) Να βρείτε έναν απλό κλειστό τύπο για το 𝑠𝑛, υπολογίζοντας την γεννήτρια συνάρτηση.

Πρόβλημα 10 Έστω 𝑎𝑛 το πλήθος των ασθενών συνθέσεων (𝑟1, 𝑟2, 𝑟3) του 𝑛 (δηλ. 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 ∈ ℤ≥0 και 𝑟1 +
𝑟2 + 𝑟3 = 𝑛) για τις οποίες τα 𝑟2 και 𝑟3 είναι άρτιοι αριθμοί.

(α) Δείξτε ότι
∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝑥𝑛 = 1
(1 − 𝑥)(1 − 𝑥2)2 .

(β) Συναγάγετε έναν απλό τύπο για το 𝑎𝑛.

Πρόβλημα 11 Έχουμε δύο «πειραγμένα» ζάρια, τα οποία ρίχνονται ανεξάρτητα.
Στο πρώτο ζάρι, για κάθε 𝑖 ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} η ένδειξη 𝑖 εμφανίζεται με πιθανότητα 𝑝𝑖, όπου 𝑝𝑖 ≥ 0 και

𝑝1 + 𝑝2 + ⋯ + 𝑝6 = 1.
Στο δεύτερο ζάρι, για κάθε 𝑖 ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} η ένδειξη 𝑖 εμφανίζεται με πιθανότητα 𝑞𝑖, όπου 𝑞𝑖 ≥ 0 και

𝑞1 + 𝑞2 + ⋯ + 𝑞6 = 1.
Να αποδείξετε ότι αν το πείραμα είναι να ρίξουμε τα δύο ζάρια και να υπολογίσουμε το άθροισμα των

ενδείξεων, δεν είναι δυνατόν να ισχύει τα ενδεχόμενα 2, 3, … , 12 να είναι ισοπίθανα.

Παραδίδετε 5 Προβλήματα έως 17–03–2026.
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2 Θέτουμε τη γεννήτρια συνάρτηση
𝐴(𝑥) = ∑

𝑛≥0
𝑎𝑛𝑥𝑛.

(α) Πολλαπλασιάζουμε την αναδρομή 𝑎𝑛+1 = 2𝑎𝑛 + 𝑛 με 𝑥𝑛+1 και αθροίζουμε για 𝑛 ≥ 0:

∑
𝑛≥0

𝑎𝑛+1𝑥𝑛+1 = ∑
𝑛≥0

2𝑎𝑛𝑥𝑛+1 + ∑
𝑛≥0

𝑛𝑥𝑛+1.

Το αριστερό μέλος είναι
∑
𝑛≥0

𝑎𝑛+1𝑥𝑛+1 = ∑
𝑚≥1

𝑎𝑚𝑥𝑚 = 𝐴(𝑥) − 𝑎0 = 𝐴(𝑥) − 1.

Ο πρώτος όρος δεξιά είναι
∑
𝑛≥0

2𝑎𝑛𝑥𝑛+1 = 2𝑥 ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝑥𝑛 = 2𝑥𝐴(𝑥).

Για τον δεύτερο όρο χρησιμοποιούμε τη γνωστή ταυτότητα

∑
𝑛≥0

𝑛𝑥𝑛 = 𝑥
(1 − 𝑥)2 (|𝑥| < 1),

άρα

∑
𝑛≥0

𝑛𝑥𝑛+1 = 𝑥 ∑
𝑛≥0

𝑛𝑥𝑛 = 𝑥2

(1 − 𝑥)2 .

Επομένως

𝐴(𝑥) − 1 = 2𝑥𝐴(𝑥) + 𝑥2

(1 − 𝑥)2 .

Λύνοντας ως προς 𝐴(𝑥) παίρνουμε

𝐴(𝑥) = 1 − 2𝑥 + 2𝑥2

(1 − 𝑥)2(1 − 2𝑥),

όπως ζητείται.
(β) Κάνουμε ανάλυση σε απλά κλάσματα:

𝐴(𝑥) = 1 − 2𝑥 + 2𝑥2

(1 − 𝑥)2(1 − 2𝑥) = 𝐶
1 − 2𝑥 + 𝐷

1 − 𝑥 + 𝐸
(1 − 𝑥)2 .

Πολλαπλασιάζοντας με (1 − 𝑥)2(1 − 2𝑥) παίρνουμε

1 − 2𝑥 + 2𝑥2 = 𝐶(1 − 𝑥)2 + 𝐷(1 − 𝑥)(1 − 2𝑥) + 𝐸(1 − 2𝑥).

Μηδενίζοντας τους συντελεστές για 𝑥 = 1, 𝑥 = 1/2 παίρνουμε 𝐸 = −1, 𝐶 = 2 και στην συνέχεια για 𝑥 = 0
βρίσκουμε 𝐷 = 0. Έτσι

𝐴(𝑥) = 2
1 − 2𝑥 − 1

(1 − 𝑥)2 .

Τώρα
1

1 − 2𝑥 = ∑
𝑛≥0

(2𝑥)𝑛 = ∑
𝑛≥0

2𝑛𝑥𝑛, 1
(1 − 𝑥)2 = ∑

𝑛≥0
(𝑛 + 1)𝑥𝑛.

Άρα
𝐴(𝑥) = ∑

𝑛≥0
(2 ⋅ 2𝑛 − (𝑛 + 1))𝑥𝑛 = ∑

𝑛≥0
(2𝑛+1 − 𝑛 − 1)𝑥𝑛.

Συνεπώς
𝑎𝑛 = 2𝑛+1 − 𝑛 − 1 για κάθε 𝑛 ≥ 0.

Έλεγχος: 𝑎0 = 2 − 0 − 1 = 1 και 𝑎𝑛+1 − 2𝑎𝑛 = (2𝑛+2 − (𝑛 + 1) − 1) − 2(2𝑛+1 − 𝑛 − 1) = 𝑛, σωστά.

3 Έστω ότι τα μήκη των τριών μερών είναι 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≥ 1 με 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑛.

• Στο πρώτο μέρος υπάρχουν 2𝑎 επιλογές (οποιοδήποτε υποσύνολο).
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• Στο δεύτερο μέρος, τα υποσύνολα περιττού πλήθους είναι 2𝑏−1 (για 𝑏 ≥ 1).

• Στο τρίτο μέρος, τα υποσύνολα άρτιου πλήθους είναι 2𝑐−1 (για 𝑐 ≥ 1).

Άρα, για σταθερό (𝑎, 𝑏, 𝑐), οι τρόποι είναι

2𝑎 ⋅ 2𝑏−1 ⋅ 2𝑐−1 = 2𝑎+𝑏+𝑐−2 = 2𝑛−2.

Ο αριθμός διαμερίσεων του 𝑛 σε 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 με 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≥ 1 είναι

(𝑛 − 1
2 ).

Επομένως, για 𝑛 ≥ 3 ο ζητούμενος αριθμός είναι

(𝑛 − 1
2 ) 2𝑛−2.

(Για 𝑛 < 3 δεν υπάρχει τέτοια διαμέριση σε τρία μη κενά μέρη.)

4 Ξεκινάμε από
∑
𝑛≥0

𝑥𝑛 = 1
1 − 𝑥.

Παραγωγίζοντας και πολλαπλασιάζοντας με 𝑥,

∑
𝑛≥0

𝑛𝑥𝑛 = 𝑥
(1 − 𝑥)2 .

Επίσης,

∑
𝑛≥0

𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛 = 𝑥2 ⋅ 𝑑2

𝑑𝑥2 ( 1
1 − 𝑥) = 2𝑥2

(1 − 𝑥)3 .

Επειδή 𝑛2 = 𝑛(𝑛 − 1) + 𝑛, έχουμε

∑
𝑛≥0

𝑛2𝑥𝑛 = ∑
𝑛≥0

𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛 + ∑
𝑛≥0

𝑛𝑥𝑛 = 2𝑥2

(1 − 𝑥)3 + 𝑥
(1 − 𝑥)2 = 𝑥(1 + 𝑥)

(1 − 𝑥)3 .

Άρα

𝐴(𝑥) = 𝑥(1 + 𝑥)
(1 − 𝑥)3 .

6 Για 𝑛 ≥ 3 διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:

• Αν 𝑛 δεν ανήκει στο υποσύνολο, τότε μετράμε 𝑓(𝑛 − 1) επιλογές (υποσύνολα του [𝑛 − 1]).

• Αν 𝑛 ανήκει στο υποσύνολο, τότε τα 𝑛 − 1 και 𝑛 − 2 δεν μπορούν να ανήκουν, οπότε το υπόλοιπο είναι
ένα επιτρεπτό υποσύνολο του [𝑛 − 3]: άρα 𝑓(𝑛 − 3) επιλογές.

Άρα
𝑓(𝑛) = 𝑓(𝑛 − 1) + 𝑓(𝑛 − 3) (𝑛 ≥ 3).

Οι αρχικές τιμές είναι:
𝑓(0) = 1, 𝑓(1) = 2, 𝑓(2) = 3.

Θέτουμε 𝐹(𝑥) = ∑𝑛≥0 𝑓(𝑛)𝑥𝑛. Πολλαπλασιάζουμε την αναδρομή με 𝑥𝑛 και αθροίζουμε για 𝑛 ≥ 3:

∑
𝑛≥3

𝑓(𝑛)𝑥𝑛 = ∑
𝑛≥3

𝑓(𝑛 − 1)𝑥𝑛 + ∑
𝑛≥3

𝑓(𝑛 − 3)𝑥𝑛.

Δηλαδή,
(𝐹(𝑥) − 𝑓(0) − 𝑓(1)𝑥 − 𝑓(2)𝑥2) = 𝑥(𝐹(𝑥) − 𝑓(0) − 𝑓(1)𝑥) + 𝑥3𝐹(𝑥).
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Με 𝑓(0) = 1, 𝑓(1) = 2, 𝑓(2) = 3 παίρνουμε

𝐹(𝑥) − 1 − 2𝑥 − 3𝑥2 = 𝑥𝐹(𝑥) − 𝑥 − 2𝑥2 + 𝑥3𝐹(𝑥),

οπότε
(1 − 𝑥 − 𝑥3)𝐹(𝑥) = 1 + 𝑥 + 𝑥2.

Άρα

𝐹(𝑥) = 1 + 𝑥 + 𝑥2

1 − 𝑥 − 𝑥3 .

7 Θεωρούμε την (απλή) γεννήτρια συνάρτηση

𝐴(𝑥) = ∑
𝑚≥1

𝑚𝑥𝑚 = 𝑥
(1 − 𝑥)2 .

Για μια σταθερή σύνθεση 𝑛 = 𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝑘, ο όρος 𝑎1 ⋯ 𝑎𝑘 αντιστοιχεί στο γινόμενο (𝑎1𝑥𝑎1) ⋯ (𝑎𝑘𝑥𝑎𝑘), άρα το
συνολικό βάρος όλων των συνθέσεων με ακριβώς 𝑘 μέρη είναι

𝐴(𝑥)𝑘.

Επομένως, αν
𝐹(𝑥) ∶= ∑

𝑛≥1
𝑆𝑛𝑥𝑛,

τότε
𝐹(𝑥) = ∑

𝑘≥1
𝐴(𝑥)𝑘 = 𝐴(𝑥)

1 − 𝐴(𝑥) =
𝑥

(1−𝑥)2

1 − 𝑥
(1−𝑥)2

= 𝑥
(1 − 𝑥)2 − 𝑥 = 𝑥

1 − 3𝑥 + 𝑥2 .

Θέτουμε

𝛼 = 3 +
√

5
2 , 𝛽 = 3 −

√
5

2 ,

ώστε 1 − 3𝑥 + 𝑥2 = (1 − 𝛼𝑥)(1 − 𝛽𝑥). Τότε
𝑥

1 − 3𝑥 + 𝑥2 = 1√
5 ( 1

1 − 𝛼𝑥 − 1
1 − 𝛽𝑥) ,

άρα, αναπτύσσοντας σε γεωμετρικές σειρές,

𝐹(𝑥) = ∑
𝑛≥1

𝛼𝑛 − 𝛽𝑛
√

5 𝑥𝑛.

Συνεπώς

𝑆𝑛 = 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛
√

5 = 1√
5 ((3+

√
5

2 )
𝑛

− (3−
√

5
2 )

𝑛
) (𝑛 ≥ 1).

(Ισοδύναμα, 𝑆1 = 1, 𝑆2 = 3 και 𝑆𝑛 = 3𝑆𝑛−1 − 𝑆𝑛−2 για 𝑛 ≥ 3.)

8 Θα δουλέψουμε με γεννήτριες συναρτήσεις.

(Α) Διαμερίσεις όπου κάθε μέρος εμφανίζεται 0 ή ≥ 2 φορές. Για κάθε 𝑘 ≥ 1, το μέρος 𝑘 είτε δεν
εμφανίζεται, είτε εμφανίζεται 2, 3, 4, … φορές. Άρα ο αντίστοιχος παράγοντας είναι

1 + 𝑥2𝑘 + 𝑥3𝑘 + 𝑥4𝑘 + ⋯ = 1 + 𝑥2𝑘

1 − 𝑥𝑘 = 1 − 𝑥𝑘 + 𝑥2𝑘

1 − 𝑥𝑘 .

Επομένως η γεννήτρια συνάρτηση είναι

𝐺(𝑥) = ∏
𝑘≥1

1 − 𝑥𝑘 + 𝑥2𝑘

1 − 𝑥𝑘 .

Παρατηρούμε την ταυτότητα
(1 + 𝑥𝑘)(1 − 𝑥𝑘 + 𝑥2𝑘) = 1 + 𝑥3𝑘,
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άρα 1 − 𝑥𝑘 + 𝑥2𝑘 = 1 + 𝑥3𝑘

1 + 𝑥𝑘 . Τότε

𝐺(𝑥) = ∏
𝑘≥1

1 + 𝑥3𝑘

(1 + 𝑥𝑘)(1 − 𝑥𝑘) = ∏
𝑘≥1

1 + 𝑥3𝑘

1 − 𝑥2𝑘 .

Επίσης 1 + 𝑥3𝑘 = 1 − 𝑥6𝑘

1 − 𝑥3𝑘 , οπότε

𝐺(𝑥) = ∏
𝑘≥1

1 − 𝑥6𝑘

(1 − 𝑥2𝑘)(1 − 𝑥3𝑘) .

(Β) Διαμερίσεις σε μέρη διαιρετά με 2 ή 3. Η γεννήτρια συνάρτηση για «μέρη πολλαπλάσια του 2» είναι
∏𝑘≥1

1
1−𝑥2𝑘 , και για «μέρη πολλαπλάσια του 3» είναι ∏𝑘≥1

1
1−𝑥3𝑘 . Αν τα πολλαπλασιάσουμε, τα μέρη πολ-

λαπλάσια του 6 μετρώνται διπλά, άρα διορθώνουμε πολλαπλασιάζοντας με ∏𝑘≥1(1 − 𝑥6𝑘). Έτσι η γεννήτρια
συνάρτηση των διαμερίσεων σε μέρη διαιρετά με 2 ή 3 είναι

𝐻(𝑥) = (∏
𝑘≥1

1
1 − 𝑥2𝑘 ) (∏

𝑘≥1

1
1 − 𝑥3𝑘 ) (∏

𝑘≥1
(1 − 𝑥6𝑘)) = ∏

𝑘≥1

1 − 𝑥6𝑘

(1 − 𝑥2𝑘)(1 − 𝑥3𝑘) .

Συγκρίνοντας, παίρνουμε 𝐺(𝑥) = 𝐻(𝑥). Άρα οι συντελεστές του 𝑥𝑛 στις δύο γεννήτριες συναρτήσεις είναι
ίσοι για κάθε 𝑛, δηλαδή οι δύο ζητούμενοι αριθμοί διαμερίσεων είναι ίσοι.

10 (α) Για το 𝑟1 ≥ 0 η γεννήτρια συνάρτηση είναι

∑
𝑟1≥0

𝑥𝑟1 = 1
1 − 𝑥.

Για το 𝑟2 άρτιο, γράφουμε 𝑟2 = 2𝑢 με 𝑢 ≥ 0, οπότε

∑
𝑟2 άρτιο

𝑥𝑟2 = ∑
𝑢≥0

𝑥2𝑢 = 1
1 − 𝑥2 ,

και αντίστοιχα για το 𝑟3 άρτιο έχουμε επίσης 1/(1 − 𝑥2). Επειδή οι επιλογές είναι ανεξάρτητες και ο εκθέτης
αθροίζεται, η γεννήτρια συνάρτηση του πλήθους των τριάδων (𝑟1, 𝑟2, 𝑟3) είναι το γινόμενο:

∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝑥𝑛 = 1
1 − 𝑥 ⋅ 1

1 − 𝑥2 ⋅ 1
1 − 𝑥2 = 1

(1 − 𝑥)(1 − 𝑥2)2 .

(β) Θέτουμε 𝑟2 = 2𝑢, 𝑟3 = 2𝑣 με 𝑢, 𝑣 ≥ 0. Τότε

𝑟1 = 𝑛 − 2(𝑢 + 𝑣) ≥ 0 ⟺ 𝑢 + 𝑣 ≤ ⌊𝑛
2 ⌋.

Άρα 𝑎𝑛 ισούται με το πλήθος των ζευγών (𝑢, 𝑣) ∈ ℤ2
≥0 με 𝑢 + 𝑣 ≤ 𝑚, όπου 𝑚 = ⌊𝑛/2⌋. Για κάθε 𝑠 = 0, 1, … , 𝑚,

υπάρχουν ακριβώς 𝑠 + 1 ζεύγη (𝑢, 𝑣) με 𝑢 + 𝑣 = 𝑠. Επομένως

𝑎𝑛 =
𝑚

∑
𝑠=0

(𝑠 + 1) = (𝑚 + 1)(𝑚 + 2)
2 = (𝑚 + 2

2 ), όπου 𝑚 = ⌊𝑛
2 ⌋.

Ισοδύναμα, για 𝑛 = 2𝑚 ή 𝑛 = 2𝑚 + 1 ισχύει

𝑎𝑛 = (𝑚 + 1)(𝑚 + 2)
2 .

9 (1) Από το γενικευμένο διωνυμικό θεώρημα έχουμε (ως τυπικές σειρές)

1
(1 − 𝑥)𝑘+1 = ∑

𝑟≥0
(𝑘 + 𝑟

𝑘 ) 𝑥𝑟, 1
(1 + 𝑥)𝑘+1 = ∑

𝑟≥0
(𝑘 + 𝑟

𝑘 ) (−𝑥)𝑟.
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Προσθέτοντας κατά μέλη,

1
(1 − 𝑥)𝑘+1 + 1

(1 + 𝑥)𝑘+1 = ∑
𝑟≥0

(𝑘 + 𝑟
𝑘 )(1 + (−1)𝑟)𝑥𝑟 = 2 ∑

𝑚≥0
(𝑘 + 2𝑚

𝑘 ) 𝑥2𝑚.

Διαιρώντας με 2, παίρνουμε ακριβώς

∑
𝑚≥0

(2𝑚 + 𝑘
𝑘 ) 𝑥2𝑚 = 1

2 ( 1
(1 − 𝑥)𝑘+1 + 1

(1 + 𝑥)𝑘+1 ) .

(2) Ορίζουμε τη γεννήτρια (με άρτιους εκθέτες)

𝑆(𝑥) ∶= ∑
𝑛≥0

𝑠𝑛 𝑥2𝑛.

Τότε
𝑆(𝑥) = ∑

𝑛≥0

𝑛
∑
𝑘=0

2𝑘(2𝑛 − 𝑘
𝑘 )𝑥2𝑛 = ∑

𝑘≥0
2𝑘 ∑

𝑛≥𝑘
(2𝑛 − 𝑘

𝑘 )𝑥2𝑛.

Θέτοντας 𝑛 = 𝑚 + 𝑘 στο εσωτερικό άθροισμα,

∑
𝑛≥𝑘

(2𝑛 − 𝑘
𝑘 )𝑥2𝑛 = ∑

𝑚≥0
(2(𝑚 + 𝑘) − 𝑘

𝑘 )𝑥2(𝑚+𝑘) = 𝑥2𝑘 ∑
𝑚≥0

(2𝑚 + 𝑘
𝑘 )𝑥2𝑚.

Άρα, με χρήση του (1),

𝑆(𝑥) = ∑
𝑘≥0

2𝑘𝑥2𝑘 ⋅ 1
2 ( 1

(1 − 𝑥)𝑘+1 + 1
(1 + 𝑥)𝑘+1 ) .

Γράφουμε αυτό ως άθροισμα δύο γεωμετρικών σειρών:

𝑆(𝑥) = 1
2 [ 1

1 − 𝑥 ∑
𝑘≥0

( 2𝑥2

1 − 𝑥)
𝑘

+ 1
1 + 𝑥 ∑

𝑘≥0
( 2𝑥2

1 + 𝑥)
𝑘
] .

Επομένως

𝑆(𝑥) = 1
2 [ 1

1 − 𝑥 ⋅ 1
1 − 2𝑥2

1−𝑥
+ 1

1 + 𝑥 ⋅ 1
1 − 2𝑥2

1+𝑥
] = 1

2 ( 1
1 − 𝑥 − 2𝑥2 + 1

1 + 𝑥 − 2𝑥2 ) .

Απλοποιώντας,

𝑆(𝑥) = 1 − 2𝑥2

(1 − 𝑥2)(1 − 4𝑥2) = 1
3 ⋅ 1

1 − 𝑥2 + 2
3 ⋅ 1

1 − 4𝑥2 .

Τώρα
1

1 − 𝑥2 = ∑
𝑛≥0

𝑥2𝑛, 1
1 − 4𝑥2 = ∑

𝑛≥0
4𝑛𝑥2𝑛,

άρα ο συντελεστής του 𝑥2𝑛 στη 𝑆(𝑥) είναι

𝑠𝑛 = 1
3 ⋅ 1 + 2

3 ⋅ 4𝑛 = 2 ⋅ 4𝑛 + 1
3 .

Δηλαδή

𝑠𝑛 = 2 ⋅ 4𝑛 + 1
3 = 22𝑛+1 + 1

3 .

11 Θέτουμε 𝑈 = 𝑋 − 1 και 𝑉 = 𝑌 − 1, οπότε 𝑈, 𝑉 ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} και

ℙ(𝑈 = 𝑖) = 𝑝𝑖+1, ℙ(𝑉 = 𝑖) = 𝑞𝑖+1 (𝑖 = 0, 1, … , 5).

Η υπόθεση «όλα τα αθροίσματα 2, 3, … , 12 έχουν την ίδια πιθανότητα» ισοδυναμεί με το ότι όλα τα αθροί-
σματα 𝑈 + 𝑉 = 0, 1, … , 10 έχουν την ίδια πιθανότητα, δηλαδή

ℙ(𝑈 + 𝑉 = 𝑘) = 1
11 (𝑘 = 0, 1, … , 10),

7
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αφού οι 11 αυτές πιθανότητες αθροίζουν σε 1.
Ορίζουμε τα πολυώνυμα

𝑃(𝑥) ∶=
5

∑
𝑖=0

𝑝𝑖+1𝑥𝑖, 𝑄(𝑥) ∶=
5

∑
𝑖=0

𝑞𝑖+1𝑥𝑖.

Τότε ο συντελεστής του 𝑥𝑘 στο γινόμενο 𝑃(𝑥)𝑄(𝑥) είναι ακριβώς ℙ(𝑈 + 𝑉 = 𝑘) (συνέλιξη κατανομών). Άρα
η παραπάνω ισότητα σημαίνει ότι

𝑃(𝑥)𝑄(𝑥) = 1
11 (1 + 𝑥 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥10). (*)

Έστω τώρα 𝜁 μία μη τετριμμένη 11-οστή ρίζα της μονάδας, δηλαδή 𝜁11 = 1 και 𝜁 ≠ 1. Τότε

1 + 𝜁 + 𝜁2 + ⋯ + 𝜁10 = 𝜁11 − 1
𝜁 − 1 = 0.

Βάζοντας 𝑥 = 𝜁 στην (∗) παίρνουμε
𝑃(𝜁)𝑄(𝜁) = 0,

άρα 𝜁 είναι ρίζα του 𝑃 ή του 𝑄.
Οι μη τετριμμένες 11-οστές ρίζες της μονάδας είναι ακριβώς 10 (όλες εκτός από το 1). Επειδή 11 είναι

περιττός, καμία από αυτές δεν είναι πραγματική (οι μόνες πραγματικές ρίζες της μονάδας είναι ±1, και το
−1 δεν είναι 11-οστή ρίζα). Άρα έχουμε 10 μη πραγματικές ρίζες που πρέπει να μοιραστούν ως ρίζες του 𝑃
ή/και του 𝑄.

Όμως τα 𝑃 , 𝑄 έχουν πραγματικούς συντελεστές και βαθμό 5. Για ένα πραγματικό πολυώνυμο βαθμού
5, οι μη πραγματικές ρίζες έρχονται σε συζυγή ζεύγη, άρα ο αριθμός των μη πραγματικών ριζών του (με
διακριτότητα) είναι ζυγός και ≤ 5. Επομένως μπορεί να έχει το πολύ 4 μη πραγματικές ρίζες.

Συνεπώς, το 𝑃 μπορεί να «καλύψει» το πολύ 4 από τις 10 μη πραγματικές 11-οστές ρίζες της μονάδας,
και το 𝑄 επίσης το πολύ 4. Άρα συνολικά μπορούν να καλύψουν το πολύ 8 τέτοιες ρίζες, πράγμα αδύνατο
αφού πρέπει να καλυφθούν και οι 10.

Άτοπο. Επομένως δεν υπάρχουν πιθανότητες (𝑝𝑖), (𝑞𝑖) που να κάνουν όλα τα αθροίσματα 2, 3, … , 12
ισοπίθανα.
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