
Κυρτή Γεωμετρική Ανάλυση

3o Φυλλάδιο Ασκήσεων

’Ασκηση 1 Έστω 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ τέτοιοι ώστε 𝑏2−4𝑎𝑐 < 0. Δείξτε ότι υπάρχει (𝑥, 𝑦) ∈ ℤ2 ∖ {(0, 0)}
τέτοιο ώστε

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 ≤ 2
𝜋
4𝑎𝑐 − 𝑏2.

’Ασκηση 2 Να αποδείξετε ότι για οποιουσδήποτε πραγματικούς αριθμούς 𝑥 και 𝑦 υπάρχουν

δύο ακέραιοι 𝑎 και 𝑏, με (𝑎, 𝑏) ≠ (0, 0), με |𝑎|, |𝑏| ≤ 18 και

|𝑎 sin 𝑥 + 𝑏 cos 𝑦| < 1
9.

’Ασκηση 3 Έστω 𝑚 ένας θετικός ακέραιος. Δείξτε ότι κάθε συμμετρικό κυρτό σύνολο 𝐾 στο

ℝd με όγκο που ικανοποιεί |𝐾| > 𝑚 ⋅ 2n περιέχει τουλάχιστον 𝑚 διακεκριμένα μη μηδενικά

σημεία από το ℤn.

’Ασκηση 4 Έστω 𝑚 ένας θετικός ακέραιος και 𝐾 στο ℝd ένα ανοικτό και φραγμένο συμμε-

τρικό (ως προς το 0) κυρτό σύνολο με όγκο |𝐾| > 𝑚 ⋅ 2n. Να αποδείξετε ότι το 𝐾 περιέχει

τουλάχιστον 𝑚 ζευγάρια ακεραίων σημείων ±𝑢j ≠ 0.

’Ασκηση 5 α) Έστω 𝛼 ∈ (0, 1) αρρητός. Να αποδείξετε ότι υπάρχουν άπειροι ακέραιοι 𝑚,𝑛
τέτοιοι ώστε

𝛼 − 𝑚
𝑛  < 1

𝑛2 .

β) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝜖 > 0, υπάρχουν άπειρα ζεύγη ακεραίων 𝑝, 𝑞 ώστε

𝑝 − √2𝑞 + 1
4 <

𝜖
6𝜋.

γ) Να αποδείξετε ότι

lim sup
x→∞

⒧cos 𝑥 + sin ⒧√2𝑥⒭⒭ = 2.

’Ασκηση 6 Να αποδείξετε ότι υπάρχει σταθερά 𝑐 > 0 με την ιδιότητα· αν 𝑎1, … , 𝑎n ∈ ℝ,
υπάρχει 𝑞 ∈ ℕ οσοδήποτε μεγάλος, και 𝑝1, … , 𝑝n ∈ ℤ ώστε

𝑎i −
𝑝i
𝑞  ≤ 𝑐

𝑞1+ 1
n
.

’Ασκηση 7 Έστω 𝐴 = [𝑎ij] ένας πίνακας 𝑑 × 𝑑 με det𝐴 = 1. Έστω 𝑏1, … , 𝑏d θετικοί αριθμοί

με ∏d
i=1 𝑏i = 1. Δείξτε ότι υπάρχει μη μηδενική ακέραια λύση 𝑥 για το σύστημα ανισοτήτων


d


j=1

𝑎ij𝑥j ≤ 𝑏i, 𝑖 = 1,… , 𝑑.
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