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PMS MAJHMATIKA KAI EKPAIDEUSH

Pr¸to Mèroc

Parathr seic

1. To pr¸to mèroc thc exètashc diarkeÐ 120 lept�.

2. Den up�rqei el�qistoc arijmìc erwt sewn pou prèpei na apanthjoÔn. Apant sete ìso to
dunatìn perissìterec erwt seic sto diajèsimo qrìno, prospaj¸ntac na kalÔyete kai ta 3
antikeÐmena.

Jemèlia twn Majhmatik¸n

Er¸thsh 1 ApodeÐxte oti, gia k�je akèraio arijmì n ≥ 1, o arijmìc

24n−2 + 32n−1

7

eÐnai akèraioc.

Er¸thsh 2 'Enac jeatrikìc paragwgìc prìkeitai na aneb�sei èna èrgo me 9 diaforetikoÔc
rìlouc, 5 ek twn opoÐwn aforoÔn gunaÐkec kai 4 �ndrec. 'Eqei th dunatìthta na epilèxei apì mia
om�da 17 hjopoi¸n pou apartÐzetai apì 10 gunaÐkec kai 7 �ndrec. Me pìsouc trìpouc mporeÐ na
dianeÐmei touc rìlouc se k�je mia apì tic parak�tw peript¸seic:
a) Opoioid pote hjopoioÐ mporoÔn na summet�sqoun.
b) DÔo sugkekrimènoi hjopoioÐ, mÐa gunaÐka kai ènac �ndrac, arnoÔntai na paÐxoun mazÐ.
g) TreÐc sugkekrimènoi hjopoioÐ, dÔo gunaÐkec kai ènac �ndrac, dèqontai na paÐxoun mìnon ìtan
paÐzoun ìloi mazÐ.
(H ap�nthsh den qrei�zetai na eÐnai se kleist  morf , p.q. mia ap�nthsh thc morf c 9! · 4! +
12 · 57 + 1 eÐnai apodekt . Dikaiolog ste sÔntoma thn ap�nths  sac, p.q. an h ap�nthsh eÐnai
èna �jroisma, o k�je ìroc tou ajroÐsmatoc se tÐ antistoiqeÐ).

Er¸thsh 3 'Estw R∗ = R\{0} to sÔnolo twn mh-mhdenik¸n pragmatik¸n arijm¸n. OrÐzoume
sto sÔnolo R∗ × R∗ dimel  sqèsh ∼ wc ex c:



(a1, b1) ∼ (a2, b2)⇐⇒ a1b1(a
2
2 − b22) = a2b2(a

2
1 − b21).

a) DeÐxte ìti h parap�nw eÐnai sqèsh isodunamÐac.
b) Perigr�yte algebrik� kai gewmetrik� (wc uposÔnolo tou R∗×R∗) thn kl�sh isodunamÐac tou
(2, 1).
g) Perigr�yte algebrik� kai gewmetrik� (wc uposÔnolo tou R∗ × R∗) thn kl�sh isodunamÐac
tou (a, b) ∈ R∗ × R∗.

Apeirostikìc Logismìc

Er¸thsh 4 [ApodeÐxte pl rwc touc isqurismoÔc sac.]
a) ApodeÐxte oti to polu¸numo f(x) = x81 − 7x7 + 9 èqei to polÔ dÔo jetikèc pragmatikèc

rÐzec.
b) MÐa suneq c sun�rthsh f apì to [0, 1] sto R ikanopoieÐ f(0) = 3 kai paÐrnei mìno rhtèc

timèc. BreÐte thn tim  f(1
2
).

Er¸thsh 5 Oi sunetagmènec (x, y) enìc kinoumènou shmeÐou P ikanopoioÔn tic exis¸seic dx
dt

= x

kai dy
dt

= −x2, gia t ≥ 0. Me thn upìjesh oti to kinoÔmeno shmeÐo P sto qrìno t = 0 pern� apì
to (1,−4), na brejeÐ mÐa exÐswsh thc morf c f(x, y) = 0 pou ikanopoioÔn oi suntetagmènec tou
P .

Er¸thsh 6 a) JewreÐste mÐa sun�rthsh y = f(x), suneq  kai aÔxousa sto di�sthma [α, β].
'Estw µ = α+β

2
. ExhgeÐste, qrhsimopoi¸ntac sq ma, to giatÐ

[f(α) + f(µ)]
β − α

2
≤

∫ β

α

f(x) dx ≤ [f(µ) + f(β)]
β − α

2
.

b) 'Ena kinhtì kineÐtai ston �xona twn x, ètsi ¸ste kat� th qronik  stigm  t brÐsketai sto
shmeÐo g(t), opou g mÐa diaforÐsimh sun�rthsh. 'Estw oti h taqÔtht� tou kat� to qrìno t
eÐnai f(t) opou f eÐnai mÐa suneq c sun�rthsh. Upojèste oti gnwrÐzoume oti, gia dÔo qronikèc

stigmèc t = a kai t = b isqÔei h sqèsh
∫ b
a
f(t)g(t) dt = 6. UpologÐste thn posìthta g2(b)−g2(a).

Aitiolog ste pl rwc.

Er¸thsh 7 Se mÐa exètash ApeirostikoÔ LogismoÔ zht jhke na elegqjeÐ e�n o akìloujoc
isqurismìc eÐnai swstìc:

'Estw (an)n, (bn)n akoloujÐec. An 0 ≤ an ≤ bn gia k�je n ∈ N kai bn → b tìte an → b.

'Enac foitht c ègraye thn akìloujh apìdeixh. An sumfwneÐte dhl¸ste to. E�n diafwneÐte
upogrammÐste k�je fr�sh pou jewreÐte lanjasmènh kai exhgeÐste me saf neia giatÐ.

Apìdeixh. Epeid  bn → b, gia k�je ε > 0 up�rqei n0 ∈ N ètsi ¸ste |bn − b| < ε
gia k�je n ≥ n0. Apì thn upìjesh èqoume ìti |an − b| ≤ |bn − b|. 'Ara gia k�je
ε > 0 up�rqei n0 ∈ N ètsi ¸ste |an − b| < ε gia k�je n ≥ n0. 'Ara an → b. 'Ara o
isqurismìc eÐnai swstìc.



Analutik  GewmetrÐa

Er¸thsh 8 Shmei¸ste trÐa shmeÐa A, B, C sto epÐpedo, tètoia ¸ste ta dianÔsmata ~u =
−→
AB

kai ~w =
−→
AC ikanopoioÔn tic sqèseic |~w| = 2|~u| kai (~w − ~u) · ~u = 0.

UpologÐste to a e�n |~u+ ~w| = a|~u|.
BreÐte thn probol  tou dianÔsmatoc ~u ston forèa tou dianÔsmatoc ~w.

Er¸thsh 9 E�n A : (1, 0, 0), B : (0, 1, 0) kai C : (0, 0, 1), breÐte èna shmeÐo D tètoio ¸ste
ABCD na eÐnai kanonikì tetr�edro: oi tèssereic pleurèc BCD, CDA, DAB kai ABC eÐnai
isìpleura trÐgwna.

BreÐte thn apìstash metaxÔ twn eujei¸n BC kai AD.

Er¸thsh 10 aþ. An z eÐnai opoiosd pote mh mhdenikìc migadikìc arijmìc, deÐxte oti z−1 = z̄
e�n kai mìnon e�n |z| = 1.

bþ. BreÐte ìlouc touc arijmoÔc z gia touc opoÐouc z2 = z̄.


